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Estudam-se os aspectos referentes à qualidade e objetividade das respostas obtidas com as diferentes
formulac¸ões (simétrica e não-simétrica) de elementos incorporados com descontinuidade forte regu-
larizada, assim como com a abordagem contínua (distribuída), combinando-se a lei de abrandamento
dependente do tamanho do elemento com um esquema de construc¸ão progressiva da trajetória de des-
continuidade. O estudo é realizado com base nos conceitos de consistência cinemática e estática das
formulac¸ões de elementos com descontinuidade incorporada.
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This paper addresses the study of the quality and objectivity of responses obtained with the distinct
formulations (symmetric and non-symmetric) of the discontinuity embedded ﬁnite elements, as well
as with the local continuum approach (smeared model), in which the softening law dependent on the
element size is combinedwith a scheme to track thediscontinuitypath. The study is basedon the concepts
of kinematic and static consistency of the embedded discontinuity formulations.
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. Introduc¸ão
A simulac¸ão numérica da formac¸ão de descontinuidades em
ólidos vem sendo desde longa data um dos temas de contínua
esquisa. Uma das opc¸ões muito recorridas refere-se ao emprego
e meios contínuos não-lineares com abrandamento das ten-
ões por deformac¸ões (strain softening). A idéia envolvida nessas
proximac¸ões consiste em descrever o processo de formac¸ão da
escontinuidade mediante a perda de resistência do material em
andas estreitas, que, na situac¸ão limite de completa degradac¸ãodo
aterial, corresponderiama superfícies de descontinuidade. A des-ontinuidade de deslocamentos é então representada de maneira
istribuída, através de deformac¸ões localizadas no interior dessas
equenas regiões, denominadas bandas de localizac¸ão.
Correio eletrónico: omanzoli@feb.unesp.br
213-1315/$ – see front matter © 2010 CIMNE (UPC). Publicado por Elsevier España, S.L.
oi:10.1016/j.rimni.2011.07.0052010 CIMNE (UPC). Published by Elsevier España, S.L. All rights reserved.
Como já é bem conhecido, a abordagem contínua apre-
senta problemas numéricos quando aplicada a meios locais e
independentes da velocidade (rate-independent). Tais meios não
apresentam limitac¸ão intrínseca da largura da banda de localizac¸ão
de deformac¸ões, fazendo com que a situac¸ão teórica mais estável
corresponda a uma banda de largura nula.
No contexto doMétododos Elementos Finitos (MEF) estabelece-
se uma limitac¸ão numérica da largura da banda de localizac¸ão. A
mínima dimensão da região localizada corresponde ao domínio de
umelemento, fazendo comque a resposta dependado tamanhodos
elementos empregados na malha. Além da dependência do tama-
nho, existe a dependência do alinhamento dos elementos namalha.
Se os contornos do elemento não estiverem alinhados de maneira
a poder reproduzir adequadamente os modos de deformac¸ão com-
patíveis com os modos de descontinuidade esperados, a largura da
banda de localizac¸ão pode abranger o domínio de vários elementos,
alterando substancialmente a resposta.
Todos os direitos reservados.
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Com o intuito de sanar essas deﬁciências inerentes aos mode-
os contínuos, foram propostas diversas alternativas, entre as quais
stá o emprego de meios contínuos especiais [1,29,15,14,4,5], que
presentam intrinsecamente a dimensão da zona de localizac¸ão.
No que se refere ao emprego demeios contínuos locais, a depen-
ência do tamanho dos elementos pode ser efetivamente resolvida
ediante a considerac¸ão do «tamanho característico» do elemento
nito na lei de abrandamento do modelo constitutivo [17]. Busca-
e, com isso, fazer com que a energia total consumida no interior
a banda de localizac¸ão seja a mesma, independente do tamanho
os elementos que a constituem. No contexto da mecânica da fra-
ura, a região de localizac¸ão de deformac¸ões corresponde à zona
e processo de fraturamento e a energia consumida corresponde
energia de fratura. Esse recurso é capaz de resolver de maneira
ceitável a dependência do tamanho, mas não afeta a falta de obje-
ividade no que se refere ao alinhamento da malha. Nesse sentido,
ais recentemente foram obtidos progressos para a representac¸ão
bjetiva de bandas cisalhantes em situac¸ões incompressíveis ou
uase-incompressíveis, através de técnicas de estabilizac¸ão em
ormulac¸ões de elementos ﬁnitos mistos [6,7].
Em contraposic¸ão às modelagens contínuas, as descontínuas
uscam representar geometricamente a presenc¸a das desconti-
uidades, seja através da reconstruc¸ão da malha de elementos
nitos introduzindo novos contornos correspondentes aos faces
as descontinuidades [9]; através do enriquecimento do campo
e deslocamentos da malha de elementos ﬁnitos existente [3,8];
u mediante o enriquecimento do campo de deformac¸ões de ele-
entos com descontinuidade incorporada [18,27,2,28,10]. Para
epresentar a propagac¸ão da descontinuidade, a primeira opc¸ão
xige o emprego de técnicas de reconstruc¸ão adaptativa da malha,
nquanto a última necessita de um esquema de construc¸ão da tra-
etória de descontinuidade para garantir continuidade da mesma
ntre elementos adjacentes [11,24].
Tantoamodelagemdescontínuadeelementos comdescontinui-
ade incorporada comoamodelagemcontínuabuscamrepresentar
descontinuidade através de deformac¸ões inelásticas compatíveis
om os modos de descontinuidade no interior do elemento. A exis-
ência desse aspecto comumentre as duas abordagens sugere que a
ensibilidade da resposta ao alinhamento na modelagem contínua
ode ser tratada com o mesmo esquema de construc¸ão da traje-
ória de descontinuidade da formulac¸ão de elementos ﬁnitos com
escontinuidade incorporada. O esquema usa um critério objetivo
ara orientac¸ão da banda de localizac¸ão em func¸ão do estado de
ensões, independentemente dos contornos do elemento. A banda
e localizac¸ão ﬁca então conﬁnada à largura de um elemento,
mpondo-se que somente os elementos pertencentes à trajetória
ossamapresentar comportamentonão-linear comabrandamento,
ermanecendo os demais elementos da malha em regime elástico-
inear.
No presente trabalho estudam-se os aspectos referentes à qua-
idade e objetividade das respostas obtidas com as diferentes
lternativas (não-simétrica e simétricas) de elementos com des-
ontinuidade incorporada, e emprega-se a abordagem contínua,
ombinando-se a lei de abrandamento dependente do tamanho do
lemento com um esquema de construc¸ão progressiva da trajetó-
ia de localizac¸ão. O estudo é realizado com base nos conceitos de
onsistência cinemática e estática das formulac¸ões de elementos
om descontinuidade incorporada.
. Elemento ﬁnito com descontinuidade incorporada
Considere o elemento ﬁnito de três nós da ﬁgura 1(a), de domí-
io bidimensional e, atravessado por uma interface descontínua,
e, que divide o elemento em duas partes isolando o nó 1 dos
emais. Seja n= {nx, ny}T o vetor unitário normal à interface, e
= {mx, my}T = {0, 1}T o vetor unitário normal ao lado oposto aox x2 3
Figura 1. Elemento ﬁnito com descontinuidade incorporada.
nó isolado 1, de acordo com um sistema de referência cartesiano
local (x, y) com o eixo x paralelo ao lado oposto ao nó isolado (ver
ﬁgura 1(a)).
A presenc¸a da descontinuidade proporciona um deslocamento
relativo do nó isolado com relac¸ão aos demais, que pode ser
expresso da seguinte forma:
dˆ1 = u
dˆ2 = 0
dˆ3 = 0
(1)
onde o vetor dˆi (i=1, 2, 3) agrupa as componentes dos deslocamen-
tos de cada nó produzidos pela descontinuidade e u é o vetor das
componentes dos deslocamentos relativos na interface descontí-
nua (ver ﬁgura 1(b)).
Os deslocamentos nodais produzidos pela descontinuidade, dˆi,
são provenientes de deslocamentos de corpo rígido entre as duas
porc¸ões do elemento separadas pela descontinuidade. Portanto, ao
determinarem-se as deformac¸ões, = {x, y, xy}T, a partir dos
deslocamentos nodais do elemento, di, a componente dos deslo-
camentos nodais associados à descontinuidade deve ser subtraída,
ou seja:
 =
3∑
i=1
Bi (di − dˆi)
=
3∑
i=1
Bi di − B1u
= Bd − ˆ
(2)
onde a matriz B agrupa as matrizes Bi (deformac¸ão-deslocamento)
convencionais do M.E.F., o vetor d agrupa os vetores de desloca-
mentos nodais de todos os nós, di, e ˆ = B1u corresponde à parte
das deformac¸ões associadas ao deslocamento de corpo rígido pro-
veniente da descontinuidade. Segundo o sistemade referência local
adotado, tem-se:
⎧⎨
⎩
ˆx
ˆy
ˆxy
⎫⎬
⎭ =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
∂N1
∂x
0
0
∂N1
∂y
∂N1
∂y
∂N1
∂x
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
{
ux
uy
}
= 1
le
⎧⎨
⎩
0
uy
ux
⎫⎬
⎭ (3)
onde N1 é a func¸ão de forma convencional do M.E.F. associada ao
nó isolado e le é a distância entre o nó isolado e o seu lado oposto
(ver ﬁgura 1.a), denominada aqui «comprimento característico» do
elemento. Na equac¸ão (3) teve-se em conta que
{∂N1/∂x, ∂N1/∂y} = {mx/le,my/le}
= {0,1/le} (4)
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Considerando-se comportamento elástico-linear na parte con-
ínua do elemento, as tensões ( = {x, y, xy}T) podem ser obtidas
or
 = D
= D(Bd − ˆ) (5)
nde D é a matriz constitutiva elástica linear. Na equac¸ão (5)
bserva-se que as deformac¸ões ˆ desempenham o papel de
eformac¸ões inelásticas compatíveis com o deslocamento relativo
o nó isolado proveniente da descontinuidade. As deformac¸ões ˆ
orrespondem, portanto, à forma equivalente (distribuída) da des-
ontinuidade u sobre o domínio do elemento. A condic¸ão de
ompatibilidade com a descontinuidade exige que ˆ tenha a estru-
ura mostrada na equac¸ão (3), que impõe que a componente da
eformac¸ão especíﬁca na direc¸ão x seja nula, ou seja:
ˆx = 0 (6)
endo-se em conta que as tensões são constantes no elemento, o
etor de forc¸as internas do elemento pode ser expresso por
fint =
∫
e
BT  de
= BT  Ae
(7)
nde Ae é a área do elemento ﬁnito.
A formulac¸ão do elemento ﬁnito com descontinuidade incorpo-
adaﬁca completamentedeﬁnida introduzindo-se a lei constitutiva
iscreta da interface, t(u), que estabelece a relac¸ão entre as com-
onentes da descontinuidade e as forc¸as de superfície, juntamente
om a condic¸ão de continuidade entre as forc¸as de superfície da
arte contínua e da interface:
(u) − NT  = 0 (8)
evando-se em conta as expressões (5) e (3), as equac¸ões (7) e (8)
odem ser reescritas como
int = BT D
(
Bd − M
le
u
)
Ae (9)
(u) − NT D
(
Bd − M
le
u
)
= 0 (10)
nde
T =
[
nx 0 ny
0 ny nx
]
; MT = leBT1 =
[
mx 0 my
0 my mx
]
(11)
Em um esquema de soluc¸ão não-linear incremental e iterativo
aseado em deslocamentos, para um dado vetor de deslocamentos
odais do elemento, d, é possível encontrar as corresponden-
es descontinuidades, u, resolvendo-se localmente o sistema de
quac¸ões não-lineares (10). Pode-se então obter as forc¸as internas
o elemento diretamente a partir da expressão (9).
Diferenciando-se a equac¸ão (10), obtém-se:
u˙ = (K′ + NTDM/le)−1NTDB d˙ (12)
nde K′ = ∂ t(u)/∂ u é a matriz constitutiva tangente discreta da
nterface.
Diferenciando-se a equac¸ão (9) e tendo-se em conta a equac¸ão
12), obtém-se:
f˙inf = BTD(Bd˙ −
M u˙)Ae
le
=
[
BTDB − 1
le
BTDM (K′ + NTDM/le)−1NTDB
]
Ae d˙
= Kd˙
(13)lc. diseño ing. 2011;27(3):180–188
onde
K=
[
BTDB − 1
le
BTDM (K′ + NTDM/le)−1NTDB
]
Ae (14)
é a matriz de rigidez do elemento.
É importante observar que, ainda que D e K′ sejam simétricas,
em geral a matriz de rigidez (14) não resulta simétrica. A matriz
K somente será simétrica na situac¸ão particular de os vetores uni-
tários n e m coincidirem, ou seja, quando a descontinuidade for
paralela ao lado do elemento oposto ao nó isolado, fazendo com
que N=M na expressão (14).
2.1. Formulac¸ões simétricas
Variac¸ões da formulac¸ão apresentada podem ser obtidas de
maneira a obter matrizes de rigidez simétricas. Entretanto, tais
formulac¸ões simétricas não são capazes de descrever simultanea-
mente o campo de deformac¸ões compatível coma descontinuidade
e a condic¸ãodeequilíbriode forc¸as de superfície na interface, referi-
das aqui como consistência cinemática e estática, respectivamente.
Uma formulac¸ão simétrica cinematicamente consistente pode
ser obtida substituindo-se o vetor unitário n por m (ou N por M)
nas equac¸ões anteriores. Nesse caso, as deformac¸ões associadas às
descontinuidades continuam expressas por
ˆ = M
le
u (15)
e a condic¸ão de equilíbrio na interface passa a ser expressa por
t(u) − MT D
(
Bd − M
le
u
)
= 0 (16)
que somente corresponde à condic¸ão de equilíbrio original na
situac¸ão particular em que n=m. Em geral a formulac¸ão não é
estaticamente consistente.
Por outro lado, a formulac¸ão simétrica estaticamente consis-
tente é obtida substituindo-se m por n (ou M por N) nas equac¸ões
anteriores, conduzindo a:
ˆ = N
le
u (17)
t(u) − NT D
(
Bd − N
le
u
)
= 0 (18)
Note-se que nesse caso a consistência cinemática é perdida, exceto
na situac¸ão particular emque os vetores unitários n e m coincidem.
2.2. Descontinuidade forte regularizada
A interface de descontinuidade no campo de deslocamentos
(descontinuidade forte) pode ser representada como o caso limite
de uma banda de localizac¸ão de deformac¸ões de largura tendendo
a zero. Desde esse ponto de vista, o comportamento não-linear
da interface pode ser descrito através de relac¸ões constitutivas
locais do tipo contínuas (tensões versus deformac¸ões) nos pontos
materiais do interior da banda. Para isso, o modelo constitu-
tivo deve satisfazer algumas condic¸ões para que seja compatível
com deformac¸ões cujos valores tendem ao inﬁnito com o estreita-
mento da banda [22].
Representando-se a interface de descontinuidade forte por uma
banda de largura k (ver ﬁgura 2), o campo de deformac¸ões em seu
interior pode ser aproximado por [19]:
S = +
N
k
u
(19)
= Bd − M
le
u + N
k
u
O campo de tensões correspondente pode ser obtido mediante
um modelo constitutivo local. Nesse caso, no lugar da equac¸ão (8),
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Figura 3. Esquema de construc¸ão da trajetória de descontinuidade.
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σy
σ1
φ =0
φ < 0
Rankine
σ2
λFigura 2. Elemento ﬁnito com descontinuidade forte regularizada.
equac¸ão de continuidade de forc¸as superﬁciais dentro e fora da
anda ﬁca expressa por
TS(S) − NT  = 0 (20)
nde S( • ) representa a relac¸ão constitutiva do tipo contínua, que
etorna tensões a partir das deformac¸ões na interface. Pode-se
emonstrar que quando k tende a zero, recai-se em um problema
e descontinuidade forte e a relac¸ão constitutiva do tipo contínua
ransforma-se em discreta, relacionando forc¸as de superfícies com
escontinuidades de deslocamentos [21,20,22].
Esse tipo de aproximac¸ão também é denominado Aproximac¸ão
ontínua de Descontinuidades Fortes (ACDF) e tem sido usada
om êxito em problemas da mecânica da fratura, entre outros
23,13,12,25].
.3. Construc¸ão da trajetória de descontinuidade
A correta representac¸ão da descontinuidade incorporada no ele-
ento exige que o campo de deformac¸ões seja condizente com o
eslocamento relativo do nó solitário, tal como ilustra a ﬁgura 1.
omo foi visto, a construc¸ão da cinemática compatível com a des-
ontinuidade necessita do reconhecimento do nó solitário entre
s três nós. Não é necessário conhecer a posic¸ão exata da inter-
ace no interior do elemento, bastando conhecer a maneira como a
escontinuidade atravessa o elemento, isolando umnó dos demais.
A linha de descontinuidade no interior do elemento representa
omente um segmento da trajetória de descontinuidade, que se
ropaga ao longo de uma ﬁla de elementos. Assim como ocorre
m um elemento, os nós do conjunto de elementos descontínuos
ambémdevemser separadosdemaneira condizente coma trajetó-
ia. Caso contrário, a cinemática da descontinuidade não poderá ser
evidamente representada, acarretando travamento de tensões.
Portanto, faz-se necessário o uso de um esquema de construc¸ão
a trajetória que garanta a continuidade da mesma nos contor-
os entre elementos vizinhos. Para isso, nesse trabalho emprega-se
m esquema de construc¸ão progressiva de uma linha poligonal
ver ﬁgura 3). O esquema utiliza um critério de início da formac¸ão
e descontinuidade em conexão com um critério de deﬁnic¸ão da
irec¸ão da descontinuidade, ne, em func¸ão do estado de tensões
m cada elemento.
. Modelo constitutivo elasto-plástico
Para representar o comportamento não-linear da zona de
ocalizac¸ão, emprega-se o modelo constitutivo elasto-plástico deﬁ-
ido pelas seguintes equac¸ões [26]:
˙ = D (˙− ˙p) (21)˙ p = ˙ ∂	
∂
(22)
˙ = H() ˙ (23)Figura 4. Modelo constitutivo elasto-plástico: (a) lei de abrandamento; (b) super-
fície de plastiﬁcac¸ão.
onde D é a matriz constitutiva elástico-linear, ˙p é o vetor de
deformac¸ões plásticas, ˙ é o multiplicador plástico, q é a variável
interna de encruamento, e H é o módulo de encruamento.
As situac¸ões de carga e descarga são caracterizadas pelas
condic¸ões de Kuhn-Tucker:
	(, q) ≤ 0, ˙ ≥ 0, ˙ 	(, q) = 0 (24)
onde 	 é a func¸ão de plastiﬁcac¸ão que deﬁne o domínio elástico
	(, q) < 0.
No presente trabalho adotam-se as seguintes expressões para a
superfície de plastiﬁcac¸ão e lei de abrandamento:
	(, q) =
√
2
3
∥∥S∥∥+ p − q (25)
q() = y e−A; H() = ∂q()
∂
= −Aye−A (26)
onde p= Tr()/3 é a tensão média, S=−pI é a tensão desvia-
dora, y é a tensão de plastiﬁcac¸ão uniaxial, e A é o parâmetro de
abrandamento. A ﬁgura 4 ilustra a lei de abrandamento exponen-
cial adotada e a superfície de plastiﬁcac¸ão no espac¸o de tensões
principais 1 −2.
4. Energia consumida
Pode-se demonstrar que a potência especíﬁca consumida pelo
modelo elasto-plástico é dado por:
P = T ˙p = q ˙ (27)
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análises. São malhas com elementos ﬁnitos com contornos ali-
nhados (Malha A) e não-alinhados (Malha B) com a trajetória de
localizac¸ão horizontal. Nas malhas alinhadas, o sistema de referên-
cia cartesiano local (x, y) de cada elemento pertencente à trajetória
30
 c
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Assim, para que a energia especíﬁca total consumida no interior
e uma banda de localizac¸ão seja independente da largura, h, dessa
anda, deve-se ter∫
Pdt = h
∫ ∞
0
qd = G (28)
om G constante. No contexto da mecânica da fratura, G corres-
onde à energia de fratura, considerada como uma constante do
aterial. Tendo-se em conta a equac¸ão (26), a igualdade (28) se
umpre quando
= y
G
h = A¯ h (29)
u seja, o parâmetro de abrandamento deve depender da lar-
ura da banda. Na equac¸ão (29), a constante A¯ =y/G denomina-se
parâmetro de abrandamento intrínseco» [18].
Na formulac¸ão de elementos ﬁnitos com descontinuidade forte
egularizada, h corresponde à largura da banda no interior do ele-
ento (ﬁgura 2), ou seja:
= k (30)
. Modelo contínuo
.1. Consistência cinemática
Para o modelo constitutivo elasto-plástico, o campo de
eformac¸ões no interior do elemento ﬁnito pode ser expresso por:
= Bd − p (31)
omparando-se a expressão (31) com o campo de deformac¸ões do
lemento com descontinuidade incorporada (2), veriﬁca-se a cor-
espondência entre as deformac¸ões plásticas do modelo contínuo,
p, com as deformac¸ões equivalentes do modelo descontínuo, ˆ.
ortanto, se o modelo contínuo pretende representar o descontí-
uo, as deformac¸ões plásticas (inelásticas) devem ser compatíveis
om o deslocamento relativo do nó isolado, associado com a
resenc¸a de uma descontinuidade no interior do elemento. Isso
omente ocorrerá se a condic¸ão de consistência cinemática da
quac¸ão (6) for satisfeita, ou seja, se
p
x = 0 (32)
ado que em geral a condic¸ão (32) não se cumpre, conclui-se que
modelo contínuo é cinematicamente inconsistente.
Portanto, a consistência cinemática somente terá lugar na
ituac¸ão particular na qual a componente da deformac¸ão inelástica
adirec¸ãoparalela ao ladooposto aonó isolado fornula.Nesse caso,
s componentes da descontinuidade resultante podem ser estima-
as a partir das deformac¸ões inelásticas mediante a equac¸ão (3),
esultando
ux
uy
}
= le
{
pxy
py
}
(33)
.2. Comprimento característico
Na modelagem contínua, a largura da banda de localizac¸ão deve
elacionar-se ao tamanho dos elementos que a compõem. Portanto,
ara obter-se a quantidade correta de energia consumida no inte-
ior da banda, é necessário estabelecer uma dimensão do elemento
travessado pela trajetória de localizac¸ão que caracterize a largura
na equac¸ão (29). Com base na formulac¸ão de elementos com des-
ontinuidade incorporada, nesse trabalho propõe-se o emprego da
istância le entre o nó isolado e seu lado oposto (ﬁgura 1(a)):
= le =
(
∂N1
∂y
)−1
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6. Análises numéricas
6.1. Teste de trac¸ão uniaxial
A ﬁgura 5 apresenta a geometria e as condic¸ões de contorno
do teste de trac¸ão simples. Controla-se o deslocamento da borda
superior do espécime a ﬁm de obter a curva de resposta estrutu-
ral (forc¸a-deslocamento) pós-crítica. A análise numérica é feita em
tensão plana e o material é considerado elasto-plástico, de acordo
com o modelo constitutivo apresentado anteriormente, com as
seguintes propriedades: módulo de Young E=32MPa, coeﬁciente
de Poisson 
 =0, tensão de plastiﬁcac¸ão uniaxial y =2MPa, e parâ-
metro de abrandamento intrínseco A¯ = 200 cm−1. A espessura fora
do plano de análise é de 5 cm.
As análises são realizadas utilizando-se o modelo contínuo
(Cont) e as três possibilidades de aproximac¸ões descontínuas
de elementos com descontinuidade incorporada: não-simétrica
estática e cinematicamente consistente (NS-EC), simétrica estatica-
mente consistente (S-E) e simétrica cinematicamente consistente
(S-C). Nos modelos descontínuos emprega-se a aproximac¸ão de
descontinuidade forte regularizada com k=0, 1 cm.
Em todos os casos emprega-se o esquema de construc¸ão da tra-
jetória de descontinuidade, na qual a orientac¸ão do seguimento em
cada elemento é ﬁxado ortogonalmente à direc¸ão da maior tensão
principal no instante de início de plastiﬁcac¸ão. Os elementos situ-
ados fora da trajetória de localizac¸ão têm comportamento elástico
linear. Portanto, no presente teste a trajetória de localizac¸ão cor-
responde a uma linha reta transversal à tensão normal imposta.
Dada a homogeneidade das tensões antes do início da plastiﬁcac¸ão,
a posic¸ão da trajetória é estabelecida a priori.
A resposta analítica do teste de trac¸ão uniaxial com o modelo
elasto-plástico empregado corresponde ao desenvolvimento da
componente de deformac¸ão plástica normal à trajetória, ˙pY /= 0,
permanecendo as demais componentes nulas, ou seja, ˙pX = 0 e
˙pXY = 0 (os índices maiúsculos X e Y referem-se ao sistema de refe-
rência cartesiano global da ﬁgura 5). Essa resposta caracteriza o
modo de deformac¸ão de abertura (modo I).
A ﬁgura 6 mostra as diferentes discretizac¸ões empregadas nas15 cm
Figura 5. Teste de trac¸ão uniaxial.
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oincide com o sistema global (X, Y). Na ﬁgura 6 também pode-
e apreciar as conﬁgurac¸ões deformadas das malhas de elementos
nitos no ﬁnal da análise, que se mostraram similares para todas
s aproximac¸ões.
A ﬁgura 7 mostra as respostas estruturais obtidas com as dis-
intas aproximac¸ões numéricas. Pode-se notar que para a malha A,
odas as aproximac¸ões forneceram exatamente a mesma resposta,
videnciando que as aproximac¸ões descontínuas são similares
uando a malha é alinhada com a descontinuidade. A aproximac¸ão
ontínua se assemelha às descontínuas nesse caso, posto que a
ondic¸ão de consistência cinemática da equac¸ão (6) é satisfeita
ara todos os elementos pertencentes à trajetória. As curvas obti-
as com a malha B mostram que as aproximac¸ões descontínuas
imétricas e a contínua não são capazes de reproduzir adequada-
ente os modos de deformac¸ão do problema sem mobilizac¸ão das
eformac¸ões elásticas, gerando curvas estruturais mais elevadas.
ntretanto, a mobilizac¸ão das deformac¸ões elásticas não é pro-
orcional ao desenvolvimento progressivo das inelásticas. A forma
ecrescente de todas as curvas estruturais reﬂetem o relaxamento
as deformac¸ões elásticas e, consequentemente, das tensões.
Aﬁgura8mostra adistribuic¸ãodas tensõesnormaisy namalha
para um deslocamento ı=0, 01 cm. Pode-se observar na ﬁgura
ue a falta de consistência cinemática da aproximac¸ão descontí-
ua estaticamente consistente (S-E) e da contínua (Cont) mobiliza
eformac¸ões elásticas, que se reﬂetemna perda da homogeneidade
as tensões. Embora a falta de homogeneidade das tensões não
eja tão acentuada para a aproximac¸ão simétrica cinematicamente
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Figura 7. Respostas estruturais dMalha B
para o teste de trac¸ão uniaxial.
consistente (S-C), a falta de consistência estática proporciona ten-
sões superiores às esperadas.
6.2. Painel de concreto com dois entalhes
A análise está baseada nos experimentos realizados por Nooru-
Mohamed[16]empainéisquadradosdeconcretocomdoisentalhes
profundos, submetidos primeiramente a cisalhamento e posterior-
mente à trac¸ão. Os experimentos envolvem a aparic¸ão de duas tra-
jetórias de fratura curvas independentes, decorrentes da imposic¸ão
de carregamentos não-proporcionais. A ﬁgura 9 ilustra a geometria
e as condic¸ões de contorno do teste. Primeiramente aplica-se uma
forc¸a horizontal Ps = 10 KN, transmitida à parede lateral esquerda
superior do painel através de elementos que simulam uma placa
metálica conectada ao painel. A forc¸a horizontal é mantida cons-
tante durante o restante da análise. Posteriormente impõe-se à
borda superior deslocamentos verticais crescentes. As condic¸ões
de contorno são impostas de maneira a impedir rotac¸ão das extre-
midades durante toda a análise. As propriedades do material são as
mesmas empregadas na análise anterior. O esquema de construc¸ão
da trajetória consiste em avanc¸ar a linha poligonal à medida que
os elementos situados no fronte da mesma plastiﬁcam. Parte-se
dos elementos situados nas pontas dos entalhes. A orientac¸ão de
propagac¸ão é ortogonal à direc¸ão da maior tensão principal.
As ﬁguras 10(a) e 10(b) mostram as conﬁgurac¸ões indefor-
mada e deformada da malha de elementos ﬁnitos empregada, nas
quais se destacam os elementos ﬁnitos pertencentes à trajetória
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e descontinuidade. Na ﬁgura 10(c) estão representadas as tra-
etórias de descontinuidade no ﬁnal da análise obtidas com as
iferentes aproximac¸ões. Pode-se observar que o esquema usado
ara a construc¸ão das trajetórias é capaz de proporcionar posic¸ões
as descontinuidades bem próximas às experimentais para todas
s aproximac¸ões analisadas. Entretanto, como pode ser observado
a b
Figura 10. Painel de concreto com dois entalhes: (a) malha indeFigura 11. Respostas estruturais com as distintas aproximac¸ões.
na ﬁgura 11, as curvas de respostas estruturais não ofereceram
a mesma similaridade. As respostas obtidas com a formulac¸ão
simétrica (S-C) e com a aproximac¸ão contínua (Cont) também cor-
respondem a curvas estruturais mais elevadas. Já a resposta obtida
com a aproximac¸ão simétrica (S-E) reﬂete um acentuado trava-
mento de tensões.
c NS-EC
S-E
S-C
Cont
formada; (b) malha deformada; (c) posic¸ões das ﬁssuras.
ér. cá
7
n
d
m
m
t
e
o
à
a
t
a
E
l
p
s
e
s
a
c
m
i
m
r
t
d
v
d
s
d
e
c
o
c
m
a
t
m
ﬁ
c
m
a
t
d
d
c
c
e
s
d
T
n
c
s
c
r
a
d
t
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[O.L. Manzoli / Rev. int. métodos num
. Conclusões
Realizou-se um estudo comparativo da performance das alter-
ativas não-simétrica e simétricas de elementos ﬁnitos com
escontinuidade forte incorporada, caracterizadas aqui como
odelagens descontínuas. Analisou-se também o potencial da
odelagem contínua para a representac¸ão da formac¸ão de descon-
inuidades em sólidos, através do emprego de modelo constitutivo
lasto-plástico com abrandamento de tensões. Os estudos focaram
s aspectos relacionados à objetividade das respostas com respeito
discretizac¸ão espacial.
De acordo com o ponto de vista do presente trabalho, tanto
s modelagens descontínuas como a contínua, direta ou indire-
amente, representam a descontinuidade no interior do elemento
través da introduc¸ão de deformac¸ões inelásticas «equivalentes».
ssas deformac¸ões inelásticas buscam reproduzir os mesmos des-
ocamentos relativos entre os nós do elemento que resultariam da
resenc¸a de uma descontinuidade interna. Veriﬁcou-se que a con-
istência cinemática entre deformac¸ões inelásticas «equivalentes»
modos de descontinuidade é fundamental para a obtenc¸ão de
oluc¸ões objetivas. Do ponto de vista dos modelos descontínuos,
consistência cinemática é obtida pela correta construc¸ão do
ampo de deformac¸ões «equivalentes», de acordo com a geo-
etria do elemento e a posic¸ão da descontinuidade em seu
nterior.
As modelagens contínuas não permitem intervenc¸ão da geo-
etria nas componentes da deformac¸ão inelástica, podendo essa
esultar cinematicamente inconsistente com os modos de descon-
inuidade que se pretende simular. Para elementos de três nós,
emonstrou-se que a consistência cinemática ocorre somente para
alores nulos da componente da deformac¸ão inelástica na direc¸ão
o lado oposto ao nó isolado pela linha de descontinuidade que
e pretende representar no interior do elemento. Dado que as
eformac¸ões inelásticas dos modelos constitutivos não cumprem
ssa restric¸ão, as respostas obtidas são sensíveis à orientac¸ão dos
ontornos dos elementos da malha.
As análises numéricas apresentadas evidenciam que somente
modelo descontínuo não-simétrico estática e cinematicamente
onsistente (NS-EC) produz resultados insensíveis à malha. O
odelo simétrico cinematicamente consistente (S-C), apesar de
presentar tensões superiores paramalhas não alinhadas à descon-
inuidade, não mobiliza as deformac¸ões elásticas do elemento na
esma proporc¸ão das deformac¸ões inelásticas, que crescem inde-
nidamente com o carregamento. As respostas estruturais obtidas
om esse modelo, apesar de apresentarem dependência ao alinha-
ento, reﬂetem a lei descendente do modelo constitutivo com
brandamento.
No que se refere à modelagem contínua, veriﬁca-se que o con-
role da energia consumida pelo modelo constitutivo em func¸ão
o «comprimento característico» resolve a questão da sensibili-
ade ao tamanho dos elementos. O emprego de um esquema de
onstruc¸ão da trajetória de descontinuidade é capaz de propor-
ionar posic¸ões da trajetória independentes do alinhamento dos
lementos da malha, entretanto a resposta estrutural permanece
ensível ao alinhamento dos lados dos elementos. Essa sensibili-
ade ao alinhamento decorre da falta de consistência cinemática.
ambém nesse caso, as deformac¸ões elásticas não são mobilizadas
a mesma proporc¸ão das inelásticas. As respostas estruturais são
ompatíveis com o abrandamento de tensões da lei constitutiva,
em apresentar efeitos típicos de travamento de tensões.
Portanto, o modelo contínuo munido de controle de energia
onsumida combinado com um esquema de construc¸ão da trajetó-
ia de descontinuidade pode ser uma ferramenta importante para
nálises qualitativas ou preliminares de problemas envolvendo
escontinuidades, desde que reconhecidas as limitac¸ões apresen-
adas no presente artigo.
[
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Todas as formulac¸ões apresentadas aqui são similares para os
casos particulares nos quais a descontinuidade é paralela ao lado
oposto ao nó isolado dos elementos com descontinuidades incor-
poradas e, para a modelagem contínua, quando a componente da
deformac¸ão inelástica na direc¸ão do lado oposto ao nó isolado é
nula.
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